S'ENTRAINER CHAQUE JOUR, PROGRESSER OUJOURS

Cours : Suites numériques

1) Généralités sur les suites

Définition

Une suite numérique est une liste ordonnée de nombres réels.
On note généralement une suite :

(un)

et ses termes :

uo, uy, u2, us,

Le nombre u,, est appelé le terme d’indice n de la suite.

-
-

Remarque

Une suite numérique peut étre vue comme une fonction définie sur les entiers naturels.

N

A chaque entier n, elle associe un nombre réel u,, :

n — Up.

L’indice n est donc toujours un entier naturel.

-

Attention

|

Il ne faut pas confondre :

(un) et [un |

(up) désigne toute la suite.
uy, désigne un seul terme de cette suite.

N

|

Exemple

On considere la suite des multiples de 7 :
0;7;14;21;28; ...
Si 'on commence a l'indice 0, on a :

Uy = 0, Uy = 7, U = 14, uz = 21.

Le terme d’indice 9 est :

ug = 63|

-
.
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A) Indice et premier terme

Définition

Une suite peut commencer a I'indice 0, mais ce n’est pas obligatoire.
Si une suite est définie a partir d’un entier p, son premier terme est :

On peut alors noter la suite :

-
-

Exemple

On consideére la suite définie par :

Le terme ug n’existe pas car on ne peut pas diviser par 0.
La suite est donc définie pour :

Son premier terme est :

-
-

Attention

I1 faut étre tres attentif aux indices.

Unp+41

désigne le terme qui suit u,.
En revanche :
Up + 1

désigne le nombre obtenu en ajoutant 1 au terme u,,.
Ce sont deux expressions différentes.

o

Indice | p |p+1|p+2|--- | n |n+1

Terme | up | Upp1 | Ups2 | *+° | Un | Ung1
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B) Représenter une suite

Propriété

Une suite (u,) peut étre représentée graphiquement par des points de coordonnées :

(n; up) |

L’abscisse représente 'indice n et ’ordonnée représente le terme u,,.

-

|

Exemple

On considere la suite des multiples de 2 :

Les premiers termes sont :

ug=0, w1 =2, up=4, uz=06, ug=8~8.

On représente donc les points :

Un
8T °
6 1 °
471 °
21 °
+ >N
1 2 3 4 5
N J

Remarque

On obtient un nuage de points et non une courbe continue.
En effet, I'indice n ne peut prendre que des valeurs entieres :

0,1, 2, 3,...

-
N

2) Deux fagons de définir une suite

A) Suite définie par une formule explicite

Définition
Une suite est définie par une formule explicite lorsque u,, est directement exprimé en fonction de n.
Elle est donc de la forme :

up = f(n)|

On peut calculer directement n’importe quel terme en remplacant n par I’indice demandé.

-
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Méthode

Pour calculer un terme d’une suite définie explicitement :
1- On écrit la formule de wu,,.
2- On remplace n par I'indice du terme recherché.

3- On effectue le calcul.

-

Exemple

|

On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par :

Up = 3N + 4.

Calculons quelques termes.

u=3x0+4=4

up=3x14+4=7

us =3x5+4=19
et :

u100 = 3 X 100 + 4 = 304.

Ainsi :

o= 501}

-
-

Exemple

On considére maintenant :

Un = V21 + 6.
On a:

ug = V10.

Pour calculer uqqg, il suffit de remplacer directement n par 100 :

u100 = V2 X 100 + 6 = |/ 206 |.

(
-

Remarque

Une formule explicite est pratique car elle permet de calculer directement un terme tres éloigné, par
exemple u1gg, sans calculer tous les termes précédents.

-
-

cestcompliquelesmaths.fr



B) Suite définie par récurrence

Définition

Une suite est définie par récurrence lorsqu’on donne :
— un premier terme;
— une formule permettant de calculer chaque nouveau terme a partir du précédent.

Par exemple :

{UO = a,
Un+1 = f(un)

-
-

Méthode

Pour calculer les premiers termes d’une suite définie par récurrence :

1- On part du premier terme donné.
2- On remplace u,, par ce terme dans la relation de récurrence.
3- On obtient le terme suivant.

4- On recommence autant de fois que nécessaire.

-
-

Exemple

On considere la suite définie par :

Up+1 = Uy + 1.

Calculons les premiers termes.

ur=3ug+1=3x24+1=7

up=3u;1+1=3x7+1=22

ug =3us +1=3x22+1=067.

Ainsi :

‘u0=2, up =7, ug =22, U3=67‘

Attention

Dans une suite définie par récurrence, on ne peut généralement pas calculer directement wuqg.
Pour obtenir uqqg, il faut d’abord connaitre :

-
\_

u99,
qui dépend de ugs, etc. y
Formule explicite Récurrence
Forme up = f(n) Unt1 = fup)
On remplace directement n Il faut généralement calculer
Pour calculer uyg L
par 20. les termes précédents.
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3) Sens de variation d’une suite

Définitions

Soit une suite (uy,).
La suite est croissante si, lorsque n augmente, les termes ne diminuent pas :

i)

La suite est décroissante si, lorsque n augmente, les termes n’augmentent pas :

o <)

Une suite qui est soit croissante, soit décroissante est appelée monotone.

\_

|

Remarque
Si:
Un+1 > Un,
la suite est strictement croissante.
Si:
Unt+1 < Up,

la suite est strictement décroissante.

-

/

Exemple
La suite :
1:3;5:;7;9;...

est strictement croissante.
En effet, chaque terme est plus grand que le précédent.

-
o

Exemple

La suite définie par :
un = (=1)"
donne :
1; —-1:1;—-1;1;...

Elle alterne entre 1 et —1.
Elle n’est donc ni croissante ni décroissante.

G
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A) Etudier le signe de u,. — u,

Propriété

Pour étudier le sens de variation d’une suite, on peut calculer :

Un+1 — Up.
— Si
Upy1 — Up = 0,
alors la suite est croissante.

— Si
Upt1 — Uy <0,

alors la suite est décroissante.

-

|

Méthode
Pour utiliser cette méthode :
1- On calcule u, 41 en remplagant n par n + 1.
2- On calcule up11 — Up-
3- On simplifie ’expression.
4- On étudie son signe.

5- On conclut sur le sens de variation de la suite.

-
-

Exemple

On considere la suite définie sur N par :

Up = 3N + 4.

Calculons w41 :

Upnt1 =3(n+1)+4=3n+T7.

Puis :
Untl —Un = (3n+7) — (3n +4).
Donc :
Up+1 — Up = 3.
Or :
3> 0.
Ainsi :
Up41 > Unp,.

La suite (uy,) est donc :

strictement croissante sur N |.

-
N
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On consideére la suite :
Uy = —2n 4 5.
Ona:
Unt1 = —2(n+1)+5=—-2n+3.

Donc :

Untl —Up =(—2n+3) — (—2n+5) = 2.
Comme :

—2<0,

on obtient :

la suite (u,) est strictement décroissante.

.

\

Un+1
Unp,

B) Utiliser le quotient

Propriété

Lorsque tous les termes de la suite sont strictement positifs, on peut aussi étudier :
Un+1
Uy
— Si u
>,
Un,
alors un11 > u, et la suite est croissante.
— Si u
m <,
Up
alors up 11 < uy, et la suite est décroissante.

- J

Attention

Cette méthode ne doit étre utilisée que lorsque les termes concernés sont strictement positifs.
Sinon, comparer le quotient a 1 ne permet pas de conclure directement.

N
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On considere la suite définie pour n > 1 par :

n
Up = 27
Tous les termes sont strictement positifs.
Calculons :
_n+1
Un+1 = W
Alors :
Un+1  n+1 27
o 2nH
n
Donc :

Unt+1 n—+1

Up, 2n

Comparons ce quotient & 1 :

n+1 1 n+1-—2n 1—n

2n 2n 2n
Pour n>1:
1-n<0 et 2n > 0.
Donc :
Un+1 < 1.
W
Ainsi :
‘ (vp) est décroissante pour n > 1. ‘
N J

C) Utiliser les variations d’une fonction

Supposons qu’une suite soit définie par :

up = f(n).
Alors :

— si f est croissante sur 'intervalle considéré, la suite (u,) est croissante;

— si f est décroissante sur U'intervalle considéré, la suite (u,,) est décroissante.
N J

Remarque

Cette méthode est particulierement utile lorsque 1’on connait déja les variations de la fonction f étudiée.
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On considere la suite définie pour tout entier n > 1 par :
1
Uy = —.
n
On introduit la fonction :
1
T) = —.
fle) =
La fonction inverse est strictement décroissante sur :
105 400l
Comme :
Up = f (n)a
la suite (uy,) est donc strictement décroissante pour n > 1.
1 . .
— | est strictement décroissante.
n

- J

4) Choisir une méthode pour étudier les variations

Méthode

Pour étudier le sens de variation d’une suite, plusieurs méthodes sont possibles.

Méthode 1 : calculer u,11 — uy,
C’est souvent la méthode la plus simple.

>0 = suite croissante,
Up41 — Un

<0 = suite décroissante.

Un+1
Unp,
A utiliser lorsque les termes sont strictement positifs.

Méthode 2 : calculer

Up41 {2 1 = suite croissante,

Up <1 = suite décroissante.

Méthode 3 : utiliser une fonction
Si:

Up = f(n),

on peut étudier les variations de f.

Remarque

Calculer quelques premiers termes peut permettre de conjecturer le sens de variation d’une suite.

Mais une conjecture n’est pas une démonstration.
Pour prouver le sens de variation, il faut utiliser une méthode mathématique valable pour tous les indices
concernés.
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