Cours : Dérivation

1) Taux de variation

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle contenant deux nombres a et b, avec a # b.
Le taux de variation de f entre a et b est :

-
-

Remarque

Le taux de variation mesure la variation moyenne de la fonction entre deux valeurs.
Graphiquement, il correspond au coefficient directeur de la droite passant par les points :

A(a; f(a))
et :
B(b; f(b)).
§ (5; £) )
Soit :
f(z) = 2% —2.
Calculons le taux de variation de f entre 0 et 2.
Ona:
f(0) = -2
et :
f(2)=2
Donc :
F)—£(0) _2—(-2) _4
-0 2 2
Ainsi :
2|
o J
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A) Taux d’accroissement en un point

Définition

Soit f une fonction définie autour d’un réel a.
Pour h # 0, le taux d’accroissement de f entre a et a + h est :

fla+h) = f(a)
h

-
-

Remarque
Le taux d’accroissement :
fla+h)— f(a)

h
est le coefficient directeur de la droite passant par :

A(a; f(a))

M(a+h; fa+h)).

Cette droite est appelée une sécante a la courbe de f.

N J
Soit :
f(z) = x2.
Calculons le taux d’accroissement entre a et a + h.
On a :

fla+h) = f@) _(a+hP—d®

h h

On développe :

fla+h)—f(a) a®+2ah+ h%—a?
h h )

Donc :

fla+h)— f(a)  2ah+ h?
h B h

On factorise le numérateur par h :

fla+h)— f(a) h(2a+h)

h h

Comme h # 0 :

fa+h) 1@ _,.
) |

-
o
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2) Nombre dérivé

Définition
Lorsque h se rapproche de 0, le taux d’accroissement :

fla+h) - f(a)
h

peut se rapprocher d’un nombre réel.
Dans ce cas, on dit que f est dérivable en a.
Ce nombre est appelé le nombre dérivé de f en a et se note :

f'a)}

On écrit :

f'(a) = lim

fla+h) - f(a)
h

-
-

Remarque

Le nombre dérivé f’(a) donne le comportement de la fonction au voisinage immédiat de a.
Graphiquement, il correspond au coefficient directeur de la tangente a la courbe au point d’abscisse a.

|
-

Exemple

On considere :

flz) =2’
Calculons f'(2).
On étudie :
f2+h)—f(2)
h
On obtient :

On développe :

f@+h) —f(2) _4+4h+h?—4

h h
Donc :
f24+h)—f(2)  4h+h?
h N h
Comme h # 0 :
FREN -1 _,
h
Lorsque h se rapproche de 0, 4 + h se rapproche de 4.
Donc :
7'(2) = 4]
- J
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3) Tangente a une courbe

 Définition |

Si f est dérivable en a, la tangente a la courbe de f au point :

Ala; f(a))

est la droite passant par A et dont le coefficient directeur est :

f'(a)}

-
-

angente

Propriété

N
~
8

L’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse a est :

y=J"@)(@—a) + f(a)
.
 méthode

Pour déterminer 1’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse a :

-

1- On calcule :
2- On calcule :
3- On utilise :

y = f'(a)(x - a) + f(a).

4- On développe et on simplifie si nécessaire.

-
-
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Soit :
f(x) = 22
On cherche I’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse :
a=2.
On a :
fl(2)=4
et :
f(2) =4
On utilise :
y=f'(2)(z—2)+ f(2)
Donc :
y=4(x —2)+4.
Ainsi :
y=4xr — 8+ 4.
Finalement :
y==1
N J

4) Fonction dérivée

Une fonction f est dérivable sur un intervalle [ si elle est dérivable en tout point de cet intervalle.
La fonction dérivée de f, notée :

i

est la fonction qui & chaque réel x de 'intervalle associe le nombre dérivé :

f'(@)}
N J

Attention

Une fonction peut étre définie en un point sans étre dérivable en ce point.
Par exemple :

— la fonction racine carrée est définie en 0 mais n’est pas dérivable en 0;

— la fonction valeur absolue est définie en 0 mais n’est pas dérivable en 0.

N
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5) Dérivées des fonctions usuelles

Propriété

-

Les principales dérivées a connaltre sont :

Fonction f(x)

Dérivée f'(x)

k 0
mx + p m
T 1
a2 2z
z" nz™1
1 1
T 12
I n
" Al
1
Va L

J

-

Attention

Il faut toujours tenir compte de I’ensemble de définition.

La fonction :

est dérivable pour :

Plus généralement :

est dérivable pour :

La fonction :

est dérivable pour :

-

cestcompliquelesmaths.fr



Soit :
f(z) =z
On utilise :
(xn)/ _ nxnfl
Donc :
f/(x) — 4x4—1
Ainsi :
f(z) = 42®
N J
Soit :
1
g(x) = 23
On utilise :
1Y\ n
Y-
Donc :
3
9/(90) = A
g J

6) Premiéres régles de calcul

A) Somme de fonctions

Propriété

Si u et v sont dérivables, alors :
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Soit :
f(x) =2 + V.
Pour z > 0 :
(%) =22
et :
Vo) =5
=B
Donc :
fl(x) =2z + —1
= N
\_ J

B) Multiplication par une constante

Propriété

Si u est dérivable et si A est un réel, alors :
(Au) = M/
N J
Soit :
f(z) = 3z
On sait que :
(1'4)/ — 4.21?3
Donc :
f(x) = 3 x 4x3.
Ainsi :
f'(x) = 1223 |
= J

C) Dérivée d’un polyndéme

Propriété
Pour dériver un polynéme, on dérive chaque terme séparément.
Par exemple, si :
=il
f(2) = an2™ + an12™ + - + a12 + ay,

alors :

(@) =nape™ t+ (n — Dap_12" 24+ +a1 |

-
-
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-

Pour dériver un polynéme :
1- On dérive chaque terme séparément.
2- On conserve le coefficient placé devant chaque puissance.

3- Une constante a pour dérivée :
0.

-

Soit :

f(z) = 4zt + 523 — 722 + 22 — 1.

On dérive terme par terme :

(421 = 1623,
(5z3)" = 1522,

(—=7x2) = —14z,

(2z) =2,
et :
(~1)/ =0
Donc :
f'(z) = 1623 + 1522 — 14z + 2|
-

-
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7) Exemple type complet

Enoncé
Soit la fonction :

f(z) = 223 — 3% + 4z — 1.
1
2

3
4

Calculer f'(x).
Calculer f/(1).
Calculer f(1).
Déterminer I’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 1.

)
)
)
)

Résolution
1) Calcul de la dérivée
On dérive chaque terme :

(223)" = 622,
(—322)" = —6u,
(o) =4,
et :
(-1 =0
Donc :

f'(z) = 62% — 62 + 4|

2) Calcul de f'(1)

fl1)=6x12—6x 1 +4.

Donc :

7' =4]

3) Calcul de f(1)

f()=2x13-3x124+4x1-1.

Donc :
F)=2-3+4—1.
Ainsi :
f(1)=2
4) Equation de la tangente
On utilise :
y = f'(a)(z —a) + f(a).
Ici:

a=1, fQ) =4  fQ)=2

Donc : cestcompliquelesmaths.fr




8) Formules a retenir

Nombre dérivé et tangente

Taux de variation entre a et b

Taux d’accroissement entre a et a + h

Nombre dérivé en a

Equation de la tangente en a

y=f'(a)(x—a)+ f(a)

N J
(kY =0
(mz +p) =m
(.’13”)/ —_ nxnfl

Vz)=5—7—=| (@>0)
o J

Regles de calcul

Dérivée d’une somme

(u+v) =u +

Multiplication par une constante

() = M/
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